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Glacier surface velocity measurements from radar interferometry and the principle
of mass conservation
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Abstract— This paper presents a relation between the three glacier
surface velocity components, the surface flux-divergence, glacier thick-
ness and bottom melt and displacement. The relation can be used as
an extension to the surface parallel flow assumption often used with in-
terferometric synthetic aperture measurements of glacier velocities. The
assumptions for the derivation are described and important limitations
high-lighted.
I . I N T R O D U C T I O N
C o nve n t i o n a l i n t e r f e r o m e t r i c s y n t h e t i c a p e r t u r e r a d a r c a n
p r ov i d e m e a s u r e m e n t s o f s u r fa c e d i s p l a c e m e n t ( ve l o c i t i e s ) i n
o n e l o o k d i r e c t i o n . B y u s i n g d a t a f r o m a s c e n d i n g a n d d e s c e n d -
i n g o r b i t s t wo i n d e p e n d e n t ve l o c i t y c o m p o n e n t s c a n b e m e a -
s u r e d . C o m b i n e d wi t h e . g . a su r fa c e p a r a l l e l flow a ssu m p t i o n
t h e 3 - D ve l o c i t y fie l d c a n b e d e r ive d , [ 1 ] , [ 2 ] .
I n [ 3 ] t h e su r fa c e p a r a l l e l flow a p p r o a c h i s ex t e n d e d wi t h
a s u b m e rg e n c e / e m e rg e n c e t e r m d e r ive d u s i n g t h e p r i n c i p l e o f
m a s s c o n s e r va t i o n . T h e m e t h o d i s a p p l i e d t o a g l a c i e r i n t h e
a b l a t i o n z o n e i n [ 4 ] , a n d a c c u r a cy i s s u e s a r e d i s c u s s e d i n [ 5 ] .
T h e ex t e n s i o n a c c o u n t s f o r t h e su b m e rg e n c e / e m e rg e n c e ve -
l o c i t y w h i c h , p a r t i c u l a r i n t h e a b l a t i o n z o n e , i s o f t e n m a ny m e -
t e r s p e r y e a r eve n f o r g l a c i e r s i n st e a d y st a t e . T h e d r aw - b a c k i s
t h a t i t r e q u i r e s k n ow l e d g e o f i c e - t h i c k n e s s e s . Ad d i t i o n a l l y, i t
requires a ssumptions on the flow i n s i d e t h e i c e b o d y a n d o n t h e
c o n d i t i o n s a t t h e g l a c i e r b o t t o m . S u c h a s s u m p t i o n s , t h o u g h ,
a r e st r i c t l y s p e a k i n g r e q u i r e d wi t h a l l m e t h o d s f o r 3 - D ve l o c i t y
ex t r a c t i o n b a s e d o n 1 - D o r 2 - D s u r fa c e ve l o c i t y m e a s u r e m e n t s .
The purpose of t he present paper i s t o provide a presentation
o f t h e i d e a s i n [ 3 ] a n d t o h i g h l i g h t t h e u n d e r l y i n g a s s u m p t i o n s .
T h e p r e s e n t p a p e r a d d i t i o n a l l y u s e s a m o r e r e a l i s t i c a s s u m p -
t i o n f o r t h e d e n s i t y - d e p t h p r o fil e . T h i s d o e s n o t c h a n g e t h e
r e s u l t s i n t h e a b l a t i o n z o n e , bu t h a s so m e i m p l i c a t i o n s i n t h e
a c c u m u l a t i o n z o n e .
First we describe t he surface boundary condition a nd the
e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r a g l a c i e r. C o m b i n e d t h ey p r ov i d e a
r e l a t i o n b e t w e e n t h e h o r i z o n t a l a n d t h e ve r t i c a l ve l o c i t y c o m -
p o n e n t s . F i n a l l y, we d e s c r i b e h ow t h e r e l a t i o n m a y b e u s e d i n
t h e a b l a t i o n z o n e a n d h i g h l i g h t s o m e f u n d a m e n t a l l i m i t a t i o n s .
I I . S U R FA C E B O U N D A RY C O N D I T I O N
T h e su r fa c e b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r a n i c e s h e e t ,
∂S
∂t
= −vS · gradS + wS + bS , (1)
i s g ive n i n [ 3 ] . I t r e l a t e s r a t e o f c h a n g e o f t h e su r fa c e e l eva -
t i o n , ∂S/∂t , t o t h e h o r i z o n t a l ve l o c i t y ve c t o r vS , t he s u r fa c e
slope gradS , t h e ve r t i c a l i c e - p a r t i c l e ( p o l e ) ve l o c i t y, a n d t h e
s p e c i fic m a ss b a l a n c e . T h e i n s t a n t a n e o u s s p e c i fic m a s s b a l -
a n c e , bS i s m e a s u r e d i n m e t e r s p e r t i m e u n i t o f t h e m a t e r i a l
w h i c h i s a d d e d / r e m ove d b y t h e a c c u m u l a t i o n / a b l a t i o n p r o c e s s .
E q u a t i o n ( 1 ) i s va l i d a t a ny i n s t a n t .
T h e first t erm on t he right-side of (1) depends on the orien-
t a t i o n o f t h e c o o r d i n a t e s y s t e m u s e d . Fo r ex a m p l e , i n a c o -
o r d i n a t e s y s t e m a l i g n e d wi t h t h e su r fa c e , t h i s c o m p o n e n t i s
z e r o . T h i s t e r m i s d e n o t e d t h e su r fa c e p a r a l l e l flow c o m p o -
n e n t . T h e t e r m , wS , i s t he ve r t i c a l ve l o c i t y o f a n i c e p a r t i c l e .
T h e su m o f t h e first t wo terms, wS−vS ·gradS , i s t he s u b m e r-
g e n c e / e m e rg e n c e ve l o c i t y, i . e . t h e u p wa r d o r d own wa r d flow o f
i c e r e l a t ive t o t h e s u r fa c e a t a p o i n t fixe d i n s p a c e . T h e l a s t t e r m
d e s c r i b e s t h e s u r fa c e e l eva t i o n c h a n g e r e l a t e d t o m a s s b a l a n c e .
I I I . E Q U AT I O N O F C O N T I N U I T Y
T h e ve r t i c a l l y i n t eg r a t e d e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y f o r a n i c e
s h e e t ,
∂m
∂t
= −div q + bSρS + bBρB , (2)
i s g ive n i n [ 6 , p . 2 5 6 ] . I t s t a t e s t h a t t h e r e a r e t h r e e t e r m s
which may c hange the mass, m =
∫ S
B
ρ dz , of a c o l u m n o f
u n i t a r e a fixe d i n sp a c e . T h e first i s t he dive rgence of the
t wo - d i m e n s i o n a l m a s s flu x ve c t o r, q , w i t h t h e c o m p o n e n t s ,
qx =
∫ S
B
ρu dz , a nd qy =
∫ S
B
ρv dz , whe re (u, v) are t he hori-
z o n t a l ve l o c i t y c o m p o n e n t s . T h e l a s t t wo t e r m s st a t e t h a t m a s s
m a y a d d i t i o n a l l y b e a d d e d f r o m t h e su r fa c e , S , a nd t he b o t t o m ,
B . Ag a i n , t h e s p e c i fic m a ss b a l a n c e s , bS a n d bB , a r e m e a s u r e d
i n m e t e r s p e r u n i t t i m e o f m a t e r i a l w i t h t h e sp e c i fic d e n s i t i e s
ρS a n d ρB . E q u a t i o n ( 2 ) i s a l s o va l i d a t a ny i n s t a n t .
T h e c r i t i c a l p a r t i n o u r a n a l y s i s i s t o d e r ive a n e q u a t i o n
w h i c h r e l a t e s t h e su r fa c e c h a n g e r a t e , ∂S/∂t , t o t h e c o l u m n
m a s s c h a n g e r a t e , ∂m/∂t . As a n ex t e n sion of [3, App. B] we
h e r e a s s u m e t h a t
A S S U M P T I O N A : T h e d e n s i t y - d e p t h p r o fil e i s c o m p o s e d o f
t wo seg m e n t s , s e e Fi g . 1 . T h e u p p e r seg m e n t d e s c r i b e s a c -
c u m u l a t i n g / m e l t i n g sn ow o r i c e . T h e l owe r s eg m e n t wi t h
a t h i c kness h1 d e s c r i b e s t h e ave r a g e ( l o n g t e r m ) d e n s i t y
d e p t h p r o fil e . T h e sh a p e o f i t s u p p e r p a r t i s a s s u m e d t i m e -
i nva r i a n t .
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F i g . 1 . D e p t h - d e n s i t y m o d e l . I n t h e a b l a t i o n z o n e , wh e r e ρS = ρB , i t
d eg e n e r a t e s t o a u n i f o r m d i s t r i bu t i o n . U p p e r p a r t a c c o u n t s f o r t h e sh o r t t e r m
m a s s - b a l a n c e . T h e sh a p e o f t h e l owe r p a r t i s a s s u m e d t i m e - i nva r i a n t .
I n t h e f o l l ow i n g a n u m b e r o f p r o c e s s e s wh i c h p o t e n t i a l l y
c h a n g e t h e d e p t h - d e n s i t y p r o fil e ove r t i m e a t a fixed p o s i t i o n
a r e d e s c r i b e d . T h e c h a n g e s a r e m o s t p r o n o u n c e d i n t h e a c -
c u m u l a t i o n z o n e a n d a s s u m e d ve r y s m a l l i n t h e a b l a t i o n z o n e
w i t h i c e f r o m t h e su r fa c e t o t h e b o t t o m .
C l i m a t e r e l a t e d d e n s i t y va r i a t i o n s a r e i nve s t i ga t e d i n [ 7 ] .
From [7, Fig. 3] we estimate a c ompression of the depth-
d e n s i t y p r o fil e o n t h e o r d e r o f 0 . 5 c m / y f o r a 1 K c h a n g e i n s u r-
f a c e t e m p e r a t u r e ; wi t h B y r d s t a t i o n su r fa c e c o n d i t i o n s . Fr o m
[ 7 , F i g . 4 ] w e e s t i m a t e a n ex t e n s i o n o f t h e d e p t h - d e n s i t y p r o fil e
o n t h e o r d e r o f 1 . 5 c m / y f o r a 1 0 % c h a n g e i n a c c u m u l a t i o n .
S e a s o n a l a n d s h o r t e r va r i a t i o n s o f t e m p e r a t u r e a n d a c c u m u -
l a t i o n a r e a s s u m e d t o c a u s e l a rg e r va r i a t i o n s o f t h e d e n s i t y -
depth pro fil e , bu t we d o n o t h ave a ny e s t i m a t e s . Howeve r, i n
t e r m s o f c o m b i n a t i o n wi t h i n t e r f e r o m e t r i c m e a s u r e m e n t s , t h e
p r o b l e m i s r e d u c e d , si n c e t h e r a d a r p e n e t r a t e s u p t o s o m e t e n s
o f m e t e r s i n t o firn.
Also, t he depth-density pro fil e i s l i ke l y t o c h a n g e i n c a s e o f
a n o n - s t a t i o n a r y flow , b u t a ga i n w e d o n o t h ave e s t i m a t e s f o r
t h e si g n i fic a n c e o f t h i s e ff e c t .
U s i n g a s s u m p t i o n A, t h e m a s s - c h a n g e r a t e c a n b e c a l c u l a t e d
a s
∂m
∂t
= ρB
∂h1
∂t
+ ρSbS . (3)
We a l s o h ave t h a t i c e - t h i c k n e s s S − B m a y b e c a l c u l a t e d a s
S − B = h1 +
∫
bS dt. (4)
A n ex p r e s s i o n f o r t h e m a s s c h a n g e r a t e i n a u n i t c o l u m n c a n
n ow b e d e r ive d b y i n s e r t i n g t h e d e r iva t ive o f ( 4 ) i n ( 3 ) , w h i c h
y i e l d s
∂m
∂t
= ρB
(
∂S
∂t
− ∂B
∂t
)
− bS(ρB − ρS). (5)
U n d e r t h e a s s u m p t i o n A ) , t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y, va l i d a t
a ny i n s t a n t , m a y fin a l l y b e w r i t t e n a s
∂S
∂t
=
∂B
∂t
− div q
ρB
+ bS + bB . (6)
I V. 3 - D V E L O C I T Y C O M P O N E N T S R E L AT I O N
T h i s s e c t i o n d e s c r i b e s a n a p p r o a c h f o r d e r iv i n g a r e l a t i o n
b e t w e e n t h e ve r t i c a l s u r fa c e i c e p a r t i c l e ( p o l e ) ve l o c i t y, wS ,
a n d t h e t wo - d i m e n s i o n a l h o r i z o n t a l s u r fa c e ve l o c i t y, vS . T he
fir s t st e p i s t o c o m b i n e t h e su r fa c e b o u n d a r y c o n d i t i o n , ( 1 ) , a n d
t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y, ( 6 ) , w h i c h y i e l d s
wS = vS · gradS − div q
ρB
+ bB +
∂B
∂t
. (7)
T h i s , o ff c o u r s e , i n c l u d e s t e r m s d e s c r i b i n g t h e p r o c e s s e s a t
the bottom a nd inside the i ce-body. T he bottom processes i s
m e l t / f r e e z e , d e s c r i b e d b y bB , a n d t i m e - va r i a t i o n s o f t h e b o t t o m
position, described by ∂B/∂t . F o r a g r o u n d e d g l a c i e r t h e b o t -
t o m t e r m s m a y o f t e n b e i g n o r e d . Fo r su c h a g l a c i e r t h e p r o b -
l e m a t i c i s s u e i s t h e flu x - d ive rg e n c e t e r m , −div q/ρB , wh i c h
depends on the flow- fie l d a n d d e n s i t i e s i n s i d e t h e g l a c i e r.
I n o r d e r t o d e r ive a r e l a t i o n wi t h s u r fa c e ( a n d b o t t o m ) q u a n -
t i t i e s o n l y, t h e f o l l ow i n g a s s u m p t i o n s a r e a d d i t i o n a l l y a d o p t e d
i n [ 3 ]
A S S U M P T I O N B : T he h o r i z o n t a l ve l o c i t y i n a c o l u m n m a y
c h a n g e m a g n i t u d e bu t n o t a z i m u t h . T h i s i m p l i e s t h a t t h e
h o r i z o n t a l ve l o c i t y ve c t o r a t a g ive n d e p t h m a y b e ex p r e s s e d
a s t h e su r fa c e ve l o c i t y ve c t o r m u l t i p l i e d b y a ve l o c i t y - d e p t h
pro fil e .
A S S U M P T I O N C : T h e ve l o c i t y - d e p t h p r o fil e i s c o n s t a n t n e a r
t h e su r fa c e a n d t h e d e p t h - d e n s i t y p r o fil e i s c o n s t a n t n e a r t h e
b o t t o m . T h e t wo z o n e s wi t h va r i a t i o n d o e s n o t ove r l a p , se e
F i g . 2 f o r a n ex a m p l e .
C o m b i n e d wi t h a s s u m p t i o n A, wh i c h s t a t e s t i m e - i nva r i a n c e o f
t h e d e p t h - d e n s i t y p r o file, the following expression for flux-
d ive rg e n c e t e r m wa s d e r ive d i n [ 3 ]
div q
ρB
= div
(
[(
ρ
ρB
− 1) + F ]hvS
)
. (8)
I n t h i s e q u a t i o n t h e ve r t i c a l va r i a t i o n o f t h e d e n s i t y i s a c -
c o u n t e d f o r b y t h e m e a n d e n s i t y i n t h e c o l u m n , ρ . L i kewi s e ,
t h e ve r t i c a l va r i a t i o n o f ve l o c i t y m a g n i t u d e i s a c c o u n t e d f o r
b y a ve l o c i t y p r o fil e fa c t o r, F , wh i c h i s t h e r a t i o b e t w e e n t h e
c o l u m n m e a n va l u e a n d t h e su r fa c e va l u e o f |vS |.
A f u r t h e r si m p l i fic a t i o n i s t o a s s u m e a s l ow h o r i z o n t a l va r i -
a t i o n o f ρ , ρB , a nd F . In t ha t c ase i s
div q
ρB
≈ [( ρ
ρB
− 1) + F ] div (hvS). (9)
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Fig. 2. Density pro file (personal c ommunication from S.J. Johnson, 1998) and
h o r i z o n t a l ve l o c i t y p r o fil e , [ 8 ] f r o m t h e D y e 3 d r i l l i n g o p e r a t i o n s o n t h e So u t h
G r e e n l a n d i c e s h e e t .
V. A B L AT I O N Z O N E A P P L I C AT I O N
T h i s s e c t i o n d e s c r i b e s s i m p l i fic a t i o n s p o s s i b l e i n t h e a b l a -
t i o n z o n e , t h e r e s u l t i n g r e l a t i o n b e t w e e n t h e ve l o c i t y c o m p o -
nents, and brie fly d e s c r i b e s a n a p p r o a c h f o r s o l u t i o n o f t h e r e -
s u l t i n g d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n ( s ) .
A. Ablation zone simplification
Fo r a p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n o f ( 7 ) c o m b i n e d w i t h ( 8 ) o r ( 9 )
t h e fir s t p r o b l e m i s t h a t t h e i c e - t h i c k n e s s , h , ha s to be known.
Today, the m ost feasible approach is to use a irborne ground
p e n e t r a t i n g r a d a r.
I n t h e a b l a t i o n z o n e , ρS = ρB = ρ . T hi s s i m p l i fie s t h e
right-hand side of (8), to div (FhvS). H ow ev e r, wi t h o u t d e -
t a i l e d k n ow l e d g e o f t h e b o t t o m r e l i e f a n d ex t e n s ive a d d i t i o n a l
m o d e l l i n g t h e s p a t i a l va r i a t i o n o f F i s d i f fic u l t t o a c c o u n t f o r.
Thus, i n our work we use a constant value for F , so t hat ( 8 ) i s
r e d u c e d t o ( 9 ) , [ 4 ] . A n o t h e r c o m p l i c a t i o n i s t h a t t h e a s s u m p -
t i o n o f a n flow - d i r e c t i o n i n d e p e n d e n t o f d e p t h m i g h t a l s o b e
v i o l a t e d n e a r flow a r o u n d b a s a l o b s t a c l e s a n d bu m p s . We t h i n k
t h a t F a n d flow - d i r e c t i o n va r i a t i o n s a r e t wo m a j o r, bu t n o t p r o -
hibitive , e rror sources.
F i n a l l y, va l u e s f o r bB a n d ∂B/∂t must be supplied, but most
o f t e n z e r o e s wo u l d b e g o o d e s t i m a t e s .
B. 3-D velocity derivation from interferometry
U s i n g t h e a b ove a s s u m p t i o n s f o r a g l a c i e r i n t h e a b l a t i o n
z o n e , t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e ve l o c i t y c o m p o n e n t s b e c o m e s
wS = vS · gradS − div(FhvS). (10)
I n t e r f e r o m e t r y f r o m a s c e n d i n g a n d d e s c e n d i n g o r b i t s p r o -
v i d e s t wo m e a s u r e m e n t s o f t h e g l a c i e r ve l o c i t y. T h e r e s u l t i n g
t h r e e e q u a t i o n s f o r d e r iv i n g t h e 3 - D ve l o c i t y b e c o m e
v · nˆa = va, ( 1 1 a )
v · nˆd = vd, (11b)
v · ns = −div(FhvS), ( 1 1 c )
where va , a nd vd a r e t h e p r o j e c t i o n s o f t h e u n k n ow n g l a c i e r
v e l o c i t y v o n t h e l i n e - o f - s i g h t u n i t ve c t o r s nˆa , nˆd for ascending
a n d d e s c e n d i n g o r b i t s r e s p e c t ive l y. T h e s u r fa c e n o r m a l , ns , i s
c a l c u l a t e d b y (−∂S/∂x,−∂S/∂y, 1).
W i t h t h e r i g h t - h a n d s i d e o f ( 1 1 c ) se t t o z e r o , t h e a b ove e q u a -
t i o n sy s t e m ( 1 1 ) i s t h e we l l - k n ow n s y s t e m f o r d e t e r m i n i n g su r-
f a c e p a r a l l e l flow v e l o c i t i e s f r o m i n t e r f e r o m e t r y.
I t i s s e e n t h a t t h e u s e o f t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y j u s t a d d s
a n a d d i t i o n a l t e r m , −div(FhvS). T hi s t e r m i s t h e s u b m e r-
g e n c e / e m e rg e n c e ve l o c i t y.
C. Flux-divergence calculation
T h e flu x - d ive rg e n c e t e r m i n ( 1 1 ) p r eve n t s a s i m p l e p i xe l
b y p i xe l c a l c u l a t i o n o f t h e 3 - D ve l o c i t i e s , si n c e o n e d o e s n o t
h ave d i r e c t a c c e s s t o t h e s p a t i a l d e r iva t ive s o f FhvS . Howeve r,
w i t h s o m e ave r a g i n g o f t h e r e s u l t i n g flux-dive rgence fields, it
is possible t o use an iterative a pproach, [4]. First, t he flux-
d ive rg e n c e i s s e t t o z e r o , a n d t h e r e s u l t i n g ( s u r fa c e - p a r a l l e l )
v e l o c i t i e s a r e c a l c u l a t e d . T h a t flow field i s t hen use d t o c a l c u-
l a t e d ive rg e n c e s , a n d t h e e q u a t i o n sy s t e m i s a ga i n s o l ve d f o r
t h e 3 - D ve l o c i t i e s . T h e p r o c e s s i s r e p e a t e d u n t i l c o nve rg e n c e .
V I . C O N C L U S I O N S
I n t h i s p a p e r a n e q u a t i o n f o r t h e su b m e rg e n c e / e m e rg e n c e
v e l o c i t y wa s d e s c r i b e d . T h e e q u a t i o n ex t e n d s t h e st a n d a r d
s u r fa c e p a r a l l e l flow a p p r o a c h w i t h a su r fa c e flu x - d ive rg e n c e
t e r m . T h e a p p r o a c h t o s i m p l i fic a t i o n o f t h e u n d e r l y i n g m a s s
c o n s e r va t i o n e q u a t i o n s wa s d e s c r i b e d a n d t h e r e s u l t i n g l i m i t a -
t i o n s o u t l i n e d .
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